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Uppgiften #r enkel att formulera: berdkna /2. For den som till dventyrs
har glémt bort vad detta betyder sa &r uppgiften att berdkna kvadratroten® ur
talet 2. Roten ur ett positivt tal N definieras som det positiva tal a sadant att
a? = N. T.ex. V9 = 3 eftersom 32 = 9.

Hur man gor detta beror ju pa vilka hjidlpmedel som finns att tillga, sa lat
oss borja med sa fa hjalpmedel som mdojligt.

Inga hjalpmedel

Da gissar man. 107 &r en dalig gissning eftersom 1072 = 11449 &r langt fran 2.
1 hade varit en béttre gissning.

Minnesregel

T.ex. V2 ~ 107 — 30

Endast grus

Om du har endast diverse fysiska objekt, t.ex. grus, sd kan du vélja ut 2, 200,
20 000, eller 2 - 102" objekt (for valfritt positivt heltal V) och ligg dessa i ett
rutnét och bilda en sa stora kvadrat som mdjligt. Med 200 objekt sa kan du
anvianda 196 av dessa for att lagga dem i ett 14x14 rutnédt. Detta innebér att
V2~ % = 1.4 Notera att 15x15 rutnét skulle krava 225 objekt sa det gar inte.

Med 20 000 objekt nar du en kvadrat med en sida pa 141, d.v.s. V2 ~ 1.41.2

1Eller kort; roten.
2Ifall du anvénder staplingsbara objekt s& skulle du &ven kunna berskna kubikroten pa
liknande sétt.



Figur 2: En ratvinklig triangel dér kateterna ar lika langa

Endast ett A4

Ett A4 ark har sidlingderna 210 mm

respektive 297 mm. Det géller att ett a

A5 ark &r ett A4 ark delat pa mitten

(se figur 1) och att det har samma b/2
. . b/2

proportioner mellan sidorna ~-= som

ett Ad 7, dvs b

a b/2 2 42 b
b—a:>2a =b :>\/§—a:> b/2

297
V2 & 5o ~ 14142857

Endast papper och graderad lin- Figur 1: Ett A4 delat till tva A5
jal

Om du inte kdnde till hemligheten

bakom formatet pa A4? sa vik istéllet pappret sa att du far en ritvinklig triangel
med tva lika langa sidor. Mt diagonalen och dividera med sidlangden. Jag fick
ta ett medelviarde pa sidornas langder eftersom jag var dalig pa att vika i exakt
45 grader. Om sidldngden ar s sd kommer diagonalen d enligt Pythagoras sats
uppfylla

sP+sP=d®>=>d=25s=>
296

d
2=—-~_——~14128878
V2 s 209.5

Pinnar, snére och en stor sandlada (Euklidiskt sétt)

Med passare och linjal s& kan man rita upp v/2 som hypotenusan i en likbent rét-
vinklig triangel. Mt sedan sidornas ldngd i nagon enhet och fa en uppskattning
pa vardet av v/2. Konstruktionen kan bli som i figur 2.

3Samt att A0 ska ha ytan 1 kvadratmeter



Papper och penna

Med béade papper och penna utokas mojligheterna till mer exakta berdkningar.

Binirs6kning

Om man gissar ett virde sd kan man sedan prova sig fram till ett &nnu béttre
varde pa v/2 med hjilp av bindrsékning (intervallhalvering). Tanken &r att vi
provar oss fram pa ett lite smartare séitt. Utan att gréva ner oss for djupt sa
behover vi borja med tva gissningar, kalla dem a och b, dér en &ar ”fér mycket”
och den andra &r ”for lite”. Lat t.ex. @ = 1 och b = 2. Skapa en liten tabell
(tabell 1) d&r vi skriver ner vara gissningar a, b samt virden péa deras kvadrater
a?och b2. Vi noterar da att a®> = 1 < 2, d.v.s. "for lite”, samt att b = 4 > 2,
d.v.s. 7fér mycket”. Berdkna sedan mittpunkten mellan a och b, kalla den ¢ och
berikna c2.

[ala® bW ]c=2] & |
|

2
[T]1]2]4] 15 [15°=225]

Tabell 1: Borjan pa intervallhalveringen

I vart fall &r ¢ = 1.5 och ¢® = 2.25 > 2. Logiken 4r nu att vi kunde ha
valt ¢ (1.5) som var utgangspunkt istéllet for b (2), och da haft tva gissningar
som legat ndrmare det riatta virdet. Vi kommer darfér upprepa processen och i
nésta steg sa ersétter vi b med c och tabellen blir som i tabell 2 dér vi ater igen
berdknar ett nytt medelvarde av a och b.

@b [P [ o= Z
1[1] 2] 4 L5 1.57 = 2.25
1] 1 [ 15 [225] L —1.25 [ 1.257 = 1.5625

Tabell 2: Minska intervallet och fortséatt

Nu blev ¢? = 1.5625 mindre dn 2 och alltsi ersétter vi @ med c-virdet. Pa
detta sitt kommer a och b att nirma sig varandra. 4

Foljer man receptet kan resultatet se ut som i tabell 3 efter en stunds arbete.

Fortsétt pa detta sétt tills a och b kommer tillrdckligt ndra varandra. D& vet
du att a < vV2 < b.5

4Mer generellt formulerar man denna metod med en ekvation f(z) = 0 dér man har tva
startviirden a, b sddana att f(a) < 0 och f(b) > 0. f(z) antages vara kontinuerlig (dvs inte
gora nagra konstiga hopp). Tank dig nu att funktionen f(z) &r ritad i ett koordinatsystem.
f(a) har d& en negativy-koordinat, medan f(b) har en positiv y-koordinat. P4 négot sitt
forbinds dessa tva punkter med kurvan av f(z) och d& méste denna nddvéndigtvis passera
z-axeln nagonstans och dér har vi d& 16sningen (kan finnas fler) till f(z) = 0.

5Notera att du behdver inte vélja ¢ precis mellan a och b utan du kan ga pa kénsla. Hade
vi valt a =1 och b =99 sa kdnns ¢ = 50 som ett ganska daligt val.



| a | a? b b2 c:aTer c?

1 1 2 4 15 1.57 = 2.25
1 1 L5 2.25 L5 —1.25 | 1.25% = 1.5625
125 | 15625 | 1.5 2.25 1.375 1.890625

1.375 | 1.890625 | 1.5 2.25 1.4375 2.06640625
1.375 | 1.890625 | 1.4375 | 2.06640625

Tabell 3: Efter en stunds flit

Kvadrat-rektangel approximation

Nér vi anda haller pa med gissningar sa finns det annat sétt att gissa sig fram
till en kvadratrot. En kvadrat med arean 2 har sidlingden \/5, d.v.s. det varde
vi vill finna. Vi tdnker oss nu att vi istéllet for en kvadrat har en rektangel med
samma area, 2, som vi vill géra om till en kvadrat. Om vi gissar en sida, t.ex.
1, s& far vi direkt den andra sidan i rektangeln genom

Area 2

Kand sida - 1 =2

Andra sidan =
Det &r inte speciellt likt en kvadrat eftersom sidorna &r olika langa. Testa da
med en rektangel dér en sida adr medelviardet av dessa tva sidor:

1+2

1.5
2

Om det ar langden pa ena sidan i rektangeln s& blir den andra sidan
2
— ~1.33333...
1.5
Det ar fortfarande ingen kvadrat, men sidorna skiljer sig mindre at nu, sa vi

raknar ut ett nytt medelvirde som blir ena sidan i en ny rektangel, o.s.v.
Skulle man rdkna ut en generell kvadratrot v/ IV sa skulle algoritmen bli

. 1/, N
ny sida = 3 (51da + E) (1)



Newton-Raphson

Som av en héndelse s& &r (1) faktiskt
den formel man landar i ifall man an-
vander den mer generella ekvations-
l6sningsmetoden Newton — Raphson.
Hér tanker vi oss att vi har en ekva-
tion f(z) = 0 och vi har ett startvér-
de o som ligger i ndrheten av en 16s- y = f(z)
ning. Betrakta grafen till f(z) i bild 3.

Dér approximerar vi f(z) med en rit

linje som gér genom (xo, f(zo)) som l
i den punkten har lutningen f'(z)
och linjen skir z-axeln i x1. Med det-
ta resonemang sa ser vi att z; kom-
mer narmre den rétta losningen, och
pa samma sidtt kommer xo att vara ndrmre nér vi upprepar processen, 0.S.v.

Vi kan hérleda en formel for att fran xo fa ut x; genom

k= f'(xo)

1
T2 I Lo

Figur 3: Bestdm linjen for att hitta x;

k= f/(l'o) _ f(xO) -0 =
Ty — X1
o =2y (o)
f'(xo)
Eller allminna steget
f(xi)

T @)
som kallas Newton-Raphsonmetoden.
I fallet med att beriikna v/N si kan man lata f(z) = 22— N varpa f'(z) = 2z
och
2 — N

Tit1 = T5 — o7 =
K2

2+ N 1 ZC'+E
2$i _2 ! Ty

vilket &r samma resultat som i (1).

Algoritm

For den som har lart sig trappan eller annan algoritm for division av stora tal
s& blir det enkelt att anvdnda foljande algoritm fér rotutdragningar for hand.

1. Gruppera siffrorna tva och tva fran hoger (fyll p4 med 00 vid behov av
fler decimaler.

\/ 2 00 00 00 60 00



2. Bestam det storsta heltal sddant att dess kvadrat blir mindre eller lika
med den vénstraste gruppen under rottecknet. I vart fall blir det 1, ty
12 < 2. Denna 1:a #r ocksa forsta siffran i svaret (som vi skriver upp till
hoger).

1 \/ 2 00 00 00 60 00 =1
1 1

3. Skriv detta heltal (1) framfor rottecknet, skriv samma under férsta 1:an,
addera dem (blir 2). Multiplicera dem (blir 1) och subtrahera denna pro-
dukt fran talet i forsta gruppen (2 —1=1).

1 \/ 2 00 00 00 60 00 =1

4. Upprepa sedan

(a) Flytta ner nésta grupp med siffror (i vart fall 00) och skriv efter
differensen fran forra steget (i vart fall blir det 1 och 00, vilket vi
laser som 100.)

1 \/ 2 00 00 00 00 00 =1
+1 -

(b) Finn det storsta heltal, si att summan frén tidigare steg med detta
heltal skrivet efter sig, multiplicerat samma heltal blir mindre eller
lika med talet i forra steget (i vart fall funkar talet 4 for 24 -4 = 96 <
100, 5 hade inte fungerat ty 25 -5 = 125 > 100).

1 \/ 2 00 00 00 60 00 = 1.4

(¢) Addera precis som innan (24 + 4 = 28), samt multiplicera som i
tidigare steg (24 - 4 = 96) och subtrahera (100 — 96 = 4).

1 \/ 2 00 00 00 0O @O0 = 1.4
-1

+1
24 100
+ 4 - 96
28 4

(d) Ga till steg (a) och upprepa proceduren. Det ger siffran 1.



1 \/ 2 00 00 00 60 00 = 1.41

+1 -1
24 1 00
+ 4 - 96
281 4 00
1 2 81

(e) Och i nésta steg far vi fram

1 \/ 2 06 60 00 00 00 1 1.414
+1 -1

24 1 00

+ 4 - 96
281 4 00

+ 01 - 281
2824 1 19 00

+ 4 112 96
2828 6 04

5. Kvadratroten kan sedan ldsas ut som féljden av de heltal som vi bestdmde
i de olika stegen, de har ringats in i bild , 1.414.6

Differentialekvation

Ett annat sétt ar att formulera problemet som en differentialekvation. Léat
f(z) = y/z och ddrmed
1 1

fl(x):mzm (2)

Detta ska tolkas som: om vi har ett givet x virde, och virdet av f(z) &r ként,

s& kan vi rikna ut lutningen, d.v.s. f/(z), som kurvan f(x) har i den punkten
genom att berdkna #(z) Om man skulle sdtta sig med ett koordinatsystem,
och for varje punkt (z, f(x)) i detta system, med hjalp av (2), rdkna ut vilken
lutning f(z) skulle ha ifall den gick genom den punkten, och sedan rita ett litet
strek i varje punkt med lutningen i just den punkten, sa skulle det resultera i
en bild som bild 4.

Téank dig nu att du sétter en penna i nagon punkt. Da visar det lilla strecket
hur kurvan f(z) lutar i den punkten, dra nu med pennan i streckets riktning
tills du kommer till en ny punkt som indikerar en ny lutning, fortsatt d& i denna
nya riktningen, o.s.v. Till slut kommer du erhélla en kurva som visar hur f(x)
ser ut med den givna startpunkten. En annan start punkt ger en annan kurva.
Vart fall illustreras med det roda strecket i bild 57.

6Som 6vning for lisaren, testa att applicera denna metod pa polynomet x* 4 43 4 6x2 4
dr+1

TTyvirr ar just det hiar exemplet ganska lamt da det inte #r sa stor variation lutningarna
pa linjerna.
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Figur 4: Riktningsfilt for f'(z) = 54

27 @
Lz | f@ | f@=51m | f() +0.1f'(x)
1 1 L =05 1+0.1-05=1.05
11| 1.05 | oL =0.476190... | 1.05+0.1-0.476... = 1.0976...
1.2 | 1.0976...

Tabell 4: Explicit Euler med steglangd 0.1 och dar vi startar med z = 1 och

F=vi=1

Detta &r tanken bakom numerisk —4
16sning av en differentialekvation med 1"
den (naiva) explicita Euler metoden.
Man utgar fran kidnda virden pa xz
och f(x) och viljer en steglingd, h,
och berdknar sedan nya véirden pa x
och f(x) genom att gi i lutningens
riktning

P B PR B B S
Pl e s il e il
Tp41 :an+h "%/// o e s S

Pl ar iV gy G A gy arardrard

f($n+1) :f(xn)+h~f/(xn) A AN AN A s
AR A AR A A
Rent bokféringsméssigt sa ordnar i é I LIL
man en liten tabell (tabell 4). 0 3

Fortsétter vi utrdkningarna sa
kommer vi efter 10 steg fa f(2) =
1,4205... Hade vi valt en kortare
steglangd dn 0,1 s& hade vi fatt ett
resultat som lag ndrmre det korrekta,
men det hade blivit betydligt fler steg och tillslut hade d&ven nogrannheten i vara

Figur 5: Roda strecket visar vigen fran
punkten (1,1)



utrékningar bérjat introducera fel®?.

Kedjebrak

Det #r enkelt att konstatera att 1 < /2 < 2 genom att kvadrera. Det siger oss
att

V2=1+(V2-1) (3)

Genom forlingning ser vi att v/2 — 1 = ‘/51*1 = \/51“. Satt in det i (3) och vi

1
1442

Nu har vi v/2 i hogra ledet, sa siitt in hela hogra ledet istéllet for /2 i hogra
ledet och vi far

far

V2=1+

1 1
— =1t —

\/_2_—1+
1
1+1+m j3+m

Sétt in samma hogerled igen och vi far

1 1
V2=1l4-—o =1t
2+ —L 2+ 1
1+1+1+1\/§ 2+1+1\/§

1
1+v2
vi tar fasta pa att hela uttrycket &r 1 + denna f6ljd med 2:or, vilket skrivs

1

Vi ser monstret dér vi kommer fa brak med upprepade ndmnare 2 + och

V2=1[1;2,2,2,..] =1+ -
2t s

Det ar sedan bara till att skriva ut ett tillréckligt stort brak och borja forenkla.

T.ex. 1 17
Vimlpt 1T
2—|—2Jr 12

I
2

Mindre praktiska
Maclaurin av sinz

Har du god kiéinnedom om decimalerna i w och framfér allt kan dem i ratt
ordning, sa kan du berdkna 2sin § (vilket &r v/2) med Maclaurin utvecklingen
av sin x.

For att fa fram 1.41421... s& ricker det att berdkna

CRLICER Rt

8Det kan vara jobbigt att arbeta med oéndligt manga decimaler
9Det finns béttre metoder som #r mer exakta #n explicit Euler och kan tillata storre
steglingd utan att tappa i precision




med tillrdckligt manga decimaler i ditt nirmevérde for .19

Bortom papper och penna

Om man saknar papper och penna si kanske man har nagot av dessa hjalpmedel?

Raknesticka

Med en raknesticka behdver man inte géra mycket mer an folja strecket fran 2
pa A linjen ner till 1,41-och-en-halv pa D linjen.

Logaritmtabeller

Om du inte har lanat ut dina logaritmtabeller sa kan du enkelt fa fram vérdet
genom tva tabelluppslagningar och en division. Tricket ar att

1
V2= (2)7 = (10°502) = 104802 (4)

och dirmed kan vi beriikna v/2 om vi vet viirdet av % log;, 2 och vad 10 upphdjt
till det nyss ndmnda vérdet &r. For att bestdmma log;, 2 genom att titta i log-
tabellen (bild 6). Talen vi hittar &r 30103 och 0 (som inte fanns med i tabellen,
men dr med dnda). Dessa adderas

30103 + 0 = 30103
och detta tal ska tolkas, med ett decimalkomma framst, som
log;,2 = 0.30103

Division med 2 enligt (4) ger
0.150515

Virdet vi soker &r alltsa 10%-15951% och detta viirde finner vi i en anti-logaritmtabell
enligt figur 7.

10Notera att man omvint kan berikna 7 ur denna ekvation om man istillet kinner till
v/2 med god noggrannhet. Men det hamnar nog under avdelningen "nnu mindre praktiska
metoder”.

10
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Figur 6: Logaritmen av 2 hittar man genom att titta under ”x” och hitta raden
med sitt tal (med eventuella efterféljande extra nollor) 2.000. Sedan tittar man
i den mittersta “delen” av tabellen under "0” (0 eftersom det &r siffran som foljer
efter 2.000 (dvs talet &r 2.0000). Dér har vi 30103 och slutligen tittar vi i den
hogra delen efter ndsta decimal (ddr saknas nollan, men den kolumnen hade
anda bara varit full med nollor) som ger oss 0.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ‘II_ 2345 6 7 8 9
(.133 | 13583 13686 13580 13593 13596 [L3599] 13602 13605 13608 1361101 1 1 2 2 2 3 3
0.134 [ 13614 13618 13621 13624 13627 |L3630] 13633 13636 13640 13643 (041 1 1 2 2 2 3 3
0.135 | 13646 13049 13652 13655 13658 |136G62] 13665 13668 13671 1367401 1 1 2 2 2 3 3
(L136 | 13677 13680 13684 13687 13690 (L3693 13606 13699 13703 1370601 1 1 2 2 2 3 3
0,137 [ 13709 13712 13715 13718 13721 |13725] 13728 13731 13734 1373701 1 1 2 2 2 3 3
0,138 [ 13740 13744 13747 13750 13753 |L3756] 13759 13763 13766 1376901 1 1 2 2 2 3 3
(.139 | 13772 13775 13778 13782 13785 [L3T88] 13791 13794 13797 1380101 1 1 2 2 2 3 3
0.140 [ 13804 13807 13810 13813 13817 |13820] 13823 13826 13829 13832 )01 1 1 2 2 2 3 3
0.141 [ 13836 13839 13842 13845 13848 |13852] 13855 13858 138G1 13864 |01 1 1 2 2 2 3 3
0.142 | 13868 13871 13874 13877 13880 |L3884] 13887 13890 13893 13896 |01 1 1 2 2 2 3 3
0.143 [ 13900 13903 13906 13909 13912 |13916] 13919 13922 13925 13928101 1 1 2 2 2 3 3
0.144 [ 13932 13935 13038 13941 13944 |13948] 139531 13954 13957 13060041 1 1 2 2 2 3 3
0.145 [ 13964 13967 13970 13973 13977 |L3980] 13983 13986 13989 13993 (01 1 1 2 2 2 3 3
0.146 | 13996 13999 14002 14006 14009 |14012] 14015 14018 14022 14025)10f1 1 1 2 2 2 3 3
0.147 | 14028 14031 14035 14038 14041 |14044] 14048 14051 14054 14057041 1 1 2 2 2 3 3
0.14% [ 14060 14064 14067 14070 14073 |14077] 14080 14083 14086 14090 (0f1 1 1 2 2 2 3 3
0.149 | 14093 14006 14099 14103 14106 J14109] 14112 14116 14119 14122 )01 1 1 2 2 2 3 3

[o.50] 14125 14120 14132 14135 14138 [14142] 14145 14148 14151 14155 ot 11 2 2 2 3 3]
0.151 [ 14158 14161 14164 14168 14171 TII7T 14178 14181 14184 141870 1 1 1 2 2 2 3 3
0.152 [ 14191 14194 14197 14200 14204 14207 14210 14213 14217 1422000 1 1 1 2 2 2 3 3
0,153 | 14223 14227 14230 14233 14236 14240 14243 14246 14250 14253|0 1 1 1 2 2 2 3 3

Figur 7: Antilogaritmtabell. P4 samma sétt finner vi antilogaritmen genom att
hitta borjan pa vart tal under ”x” kolumnen, nér vi har raden sa tittar vi pa
nésta decimal, 5, som ger oss 14142 (redan hir borjar det kinnas bekant), samt
sista decimalen, 1, som ger oss virdet 0.
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Vi adderar de funna vérdena
14142 + 0 = 14142
som med placering av decimalkommat pa ratt stéille sdger oss att svaret dr 1.4142

Raknesnurra

Om du har en sadan sa &r det enkelt gjort genom att prova sig fram, en decimal
at gangen.'!

Minirdknare

Om det inte gar pa annat sitt sa far du vl ta en minirdknare.

11Om det finns andra sitt, berittal
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