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1 Ett bord

Under sommaren har man funderat pa att tillverka ett bord
for placering i ett av hornen i ett attkantigt lusthus. Da bordet
bor kunna sta av sig sjilvt da det dr obelastat maste benen
placeras sa att tyngdpunkten inte hamnar utanfor nagot av
benens stodjepunkter. I bild 1 visas tre bord dir bord A ar
det stabilaste eftersom tyngdpunkten ligger mellan de bada
benen. Bord B har fatt benet precis under tyngdpunkten och
det kan sta upp om det far sta utan den minsta rubbning, men
det behovs inte mycket for att det skall tippa at endera hallet.
Bord C kommer diremot ovillkorligen att vilta. !
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Figur 1: Tre bord med olika placering av benen men samma
placering av tyngdpunkten (svart prick).

1.1 Tyngdpunkten

Vi skall inte griva ner oss allt for mycket i vad tyngdpunk-
ten har for fysikalisk betydelse.? Det intressanta som ligger
framfor oss 4r hur vi berdknar tyngdpunkten i en kropp. I en
formelsamling® star formeln
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1Gor giirna egna laborationer med tyngdpunkten genom att anvinda olika
foremal.

2Tyngdpunkten iir ett centralt begrepp inom fysiken och det fungerar bra
for att forklara allehanda foreteelser, t.ex. fallet med borden, eller varfor det
néstan dr omdojligt att vélta en segelbét, eller varfor du inte kan fa en rund
stav, med frigolit i ena dndan och bly i andra &ndan, att flyta med blyet ver
frigoliten. Arkimedes &r den vi har att tacka for inférandet av tyngdpunkten.
Tyngdpunkten hos en kropp kan betraktas som den punkt vari hela massan
av kroppen har placerats.

3Frin http://en.wikipedia.org/wiki/Centre_of_mass

Vi skall forsoka gora det lite tydligare. Tyngdpunkten for
en kropp dr en punkt i kroppen, vi kallar den 7. For att ange
positionen for en punkt i kroppen maste vi ha en referens-
punkt att utga fran. Vi ldgger dirfor in ett koordinatsystem
med x-, y- och z-axlar och utgér i vara berdkningar fran origo
i detta. Tyngdpunkten specificeras av de tre riktningarna (z,
y och z) men vi kan noja oss med att berdkna tyngdpunkten
i en av riktningarna at gangen och sedan upprepa proceduren
med var och en av de 6vriga tva riktningarna.

Figur 2: Figuren visar punkten P som den enda punkten i
kroppen.

Dérfor borjar vi betrakta det allra enklaste fallet (se figur
2) dir all massa hos kroppen ligger utsprid pa z-axeln (d.v.s.
ingen utbredning at ndgot annat hall) och vi har endast en
enda masspunkt P med massan m pa avstandet r fran origo.
Tyngdpunkten blir dd densamma som P.

Nista steg dr att betrakta fler masspunkter som &r ut-
spridda lings z-axeln. Vi antar att vi har masspunkterna
Py, Py, Py, ..., P, enligt den vénstra kroppen i figur 3 och
dessa ersitts med tyngdpunkten enligt den hogra delen.
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Figur 3: Flera masspunkter P; som ersitts med en enda
tyngdpunkt 7'

For att berikna ldget av tyngdpunkten 7" (avstandet R) be-
raknar vi ett viktat medelvirde av alla dessa vikter PP; med
motsvarande massa m; pa avstandet r; fran origo. Den totala

massan ar
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och tyngdpunktens lige ges av
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Exempelvis kan man tinka sig fordelningen r; = ¢ ochm; =
1 vilket ger
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Nista steg &r att betrakta en hel kropp och inte endast en-
skilda masspunkter. Detta sker genom att dela upp kroppen
i ett odndligt antal delar och beridkna tyngdpunkten som en



m(r)

O P X

Figur 4: En kropp uppdelad i skivor med en massa m(r) pé
ett avstand r.

integral. Betraktar vi kroppen i figur 4 ser vi hur en kropp
styckas upp i skivor vinkelrdta mot z-axeln.
Den totala massan ges da av
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dér a och b ér gréinser for kroppens utbredning i z-led. Tyngd-
punktens lige ges da ocksa av en integral
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Om kroppen dr homogen och har samma densitet ver allt s&
rdcker det att betrakta arean av figuren istéllet for massan.

Vi beridknar nu tyngdpunkten for en triangel enligt figur 5.
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Figur 5: Tyngdpunkten hos triangeln som begriinsas av linjer-
na ax och bz och har utstriackning mellan x = 0 och x = H.
Massan hos en tunn skiva m(r) = ar — br = r(a — b).

Massan far vi av (2) och dr
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Tyngdpunkten &r
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Tyngdpunktens position dr salunda placerad pa % avstand
fran origo.
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Figur 6: Cirkelsektorn har en medelpunktsvinkel pa 2« och
en radie 7.

1.2 Cirkelsektorn

Cirkelsektorn som vi nu vill berdkna tyngdpunkten ser ut som
ifigur 6.

I tyngdpunktsberikningar kan vi dela upp kroppen i tva de-
lar och berdkna tyngdpunkten for dessa var och en for sig och
sedan ldgga ihop de bada delarna till en helhet genom att be-
trakta dem som fristaende delar. Delarna blir triangeln O BC
respektive cirkelsegmentet som skérs av med linjen BC.

Tyngdpunkten for triangeln ligger pa avstandet %r cos o
fran O enligt tidigare resultat. Arean ir %rz sin2a =
72 sin v cos a vilket ger att den sokta integralen i (1)
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Arean av hela cirkelbdgen ir 2« s det kvarstar att berikna
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da m(x) = 2v/r? — 22. Det ger
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och den sista likheten foljer dd 0 < a < 7. Tyngdpunktens
avstand fran origo ges salunda av
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Figur 7:
Cirkelsektorn uppdelad i mindre cirkelsektorer dar tyngd-
punkten P ligger pa avstandet %r cos u. Den lilla cirkelsek-

torn har arean %r2 - du.

Ett annat sitt att berdkna samma sak dr att se cirkelsektorn

som uppstyckad i sma cirkelsektorer sa som figur 7 visar.
Integralen beriknas genom att lata v ga fran —« till «.. Vi

far
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For en vinkel ov = 27 erhalls

B 21"8111%7T 16 242

D - r~ 0.52881r

Tyngdpunkten ligger ungefir mitt i cirkelsektorn.

1.3 Vinkelsumman i n-hérningen

I forra stycket sa jag att o« = %” utan vidare motivering. Det-
ta tdnkte jag nu motivera. Bordet skall ha formen som det
skuggade omradet i figur 8.Medelpunktsvinkeln i cirkelsek-
torn som tillika dr vinkeln i den regelbundna attahGrningen
utgor en attondel av den totala vinkelsumman i en oktagon.

Figur 8: Ett bord passande i hornet i en oktagon.

For vinkelsumman v,, i en n-hérning (n > 3) giller for-
meln
v =m(n —2)

Detta bevisas genom induktion. For n = 3 dr vs = 7 vilket
dr ett vilkint resultat. Vi antar salunda att pastaendet stim-
mer for n. En n 4 1-horning kan delas upp i en triangel och
en n-horning genom att man drar en stricka mellan tva horn,
med ett horn emellan; se figur 9. Vi far enligt induktionsan-

Figur 9: Uppdelning av n + 1-horning i en triangel (vinkel-
summa 77) samt en n-hérning (vinkelsumma v,, ).

tagandet
Upt1=Up+7=7(n—-2)+7

som vi fortydligar till
Vner = 7 ((n+1) - 2)

vilket dr samma resultat som formeln ger oss. Enligt induk-
tionsprincipen stimmer formeln for alla n.

Speciellt géller formeln for n = 8 som ger att i den re-
gelundna attahorningen ér varje vinkel %’T och « ir hilften
av detta.



